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   Dتحديد *  -1
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  : إذن 

) أي محور الأراتيب هو مقارب رأسي للمنحنx =0وهذا يعني هندسيا أن المستقيم ذا المعادلة  ).  ζ ى
   fتغيرات  -3

   :D من x ولدينا لكل D قابلة للاشتقاق على fالدالة 
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   حساب * -1
0

( )lim
x

f x
x+→

2
3( ) 6 4f x x
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3
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x x
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   : وبما أن 
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0
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x
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= +∞

  0 غير قابلة للاشتقاق على اليمين في fالدالة :  لحوظةم
  التأويل الهندسي  •

)المنحنى ζ  . نصف مماس رأسي موجه نحو الأعلىO(0,0) يقبل في النقطة (
   تحديد الفرع اللانهائي-2

  : بما أن 
3

( ) 6lim lim 4
x x

f x
x x→+∞ →+∞

= −

            4- = 4-0=    

و 
2
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x x
f x x

→+∞ →+∞
+ = x   
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x

x
→+∞

= = +∞  

) المنحنفإن +    فرعا شلجميا اتجاهه المستقيم ذو ال يقبل بجوار ( ζ 4y∞ى  x= − معادلة 
   f جدول تغيرات -3

*    من x ولدينا لكل  قابلة للاشتقاق على fالدالة  *IR ++
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2 132'( ) 6. 4

3
f x x

−
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3

1
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−⎛ ⎞ ⎛ ⎞1= − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠
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−
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x

f x
→−∞
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x

x
→−∞

+ = +∞  : lim
x

x
→−∞
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x x
→−∞
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lim ( )
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f x
→−∞
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x
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→+∞

=

∞

   : إذن

   لنبين أن -ب

   : بما أن
2 2

2

2

1lim 1 lim
1x x

x xx x
x x→+∞ →+∞

+ −
+ − =

+ +

0
2

1lim
1x x x→+∞

= =
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2lim ( ) 0 0
x

f x
→+∞

= =

  

:    فإن

  f:  لنبين أن -أ -2
2

2 ('( )
1

)f x−x =
+ x

IR   : من x ولدينا لكل I قابلة للاشتقاق على fالدالة 
 

R
                                                  2 2'( ) 2( 1 )( 1 ) 'f x x x x x= + − + −  

                                                 2

2

22( 1 ) 1
2 1

xx x
x

⎛ ⎞
= + − −⎜ ⎟

+⎝ ⎠
  

  
2

2 2

2 2

12( 1 ) 1 2( 1 )
1 1

x x xx x x x
x x

⎛ ⎞⎛ ⎞ − +
= + − − = + − ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

                   
2 2 2 2

2 2

2( 1 )( 1 ) 2( 1 )
1 1

x x x x x x
x x

− + − + − − + −
= =

+ +
  

                                                                                     
2

2 ( )
1
f x

x
−

=
+

'( ) 0

  

I   منx لكل لنبين أن * -ب fR
'( ) 0

x ≠
IR  . لا تقبل أي حل في لذلك سنبين أن المعادلة  f x =

    :لدينا
2

2 ( )'( ) 0 0
1
f xf x

x
−   = ⇔ =

+
( ) 0f x                ⇔ =  

2 2( 1 ) 0x x⇔ + − =  

    21 0x x  ⇔ + − =
21           x x⇔ + =

2 21
0

x
         

x
x
⎧ + =

⇔ ⎨
≥⎩

1 0
0x

=⎧
⇔ ⎨ ≥⎩

'( ) 0

  

                    

  وهذا غير ممكن 
I   لا تقبل أي حل في إذن المعادلة  f x =R

'( ) 0 IR  . من x  لكل fوهذا يعني أن  x ≠
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lim    حساب -أ-1 ( )
x

f x
→+∞

3 :       وبما أن 2lim 1
x

x
→+∞

= + = +∞lim ( 2)
x

x
→+∞

 − = +∞

lim ( )
x

f x
→+∞

= +∞

 

    : فإن

   دراسة الفرع اللانهائي -ب

                       :لدينا 
3 2( ) 2 1lim lim 1

x x

f x x
x x x→+∞ →+∞

+
= − +  

3 2 2
3

33 3

2 1 2 1lim 1 lim 1
x x

x x
x x xx→+∞ →+∞

+ +
= − + = − +  

3
3

2 1 1lim 1 1 0 0 1
x x x x→+∞

=               − + + = − + =  

3  و             2lim ( ) lim 2 1
x x

f x x x
→+∞ →+∞

= − = − + +

+∞=  
  

) y =xاتجاهه المستقيم ذو المعادلة  يقبل فرعا شلجميا بجوار إذن  )+∞
'( )

ζ
f   حساب -أ-2 x

IR+    قابلة للاشتقاق على fالدالة 
IR+   لدينا لكلx من 

'

 
1

2 3'( ) 2 ( 1)f x x x
⎡ ⎤

= − + +⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

2 2
1 211 23 31 2 ( 1) 1 ( 1)

3 3
xx x x

− −
= + + = + + 

  :                               إذن 
2 23

2 23

3 ( 1) 2

3 ( 1)

x x

x

+ +
=

+

'( ) 0f x ;

 
   f جدول تغيرات -ب

IR+    من x  لكل  أن بما 
  :يكون آالتالي  f جدول تغيرات الدالة فإن

  

  
  
  .I نحو مجال +IR تقابل من fلنبين أن  -1

IR+  ،دالة متصلة وتزايدية قطعا على f   أنبما 
]   :  نحو المجال +IRن  تقابل مفإنها [( ) 1,I f IR+= = − +∞

]   نحو ] معرفة من  فهي تقبل دالة عكسية إذن 1+ −1,− +∞IR f
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  .1 متصلة في f لنبين أن -1

1  : بما أن  1(1)
2 1

f +
=

2 1
2

= =  

    :بما أن و
1 1

1lim ( ) lim
2x x

xf x
x+ +→ →

+
=

1 1 2 1 (1)
22 1

f+
= = = =  

   .I متصلة على اليمين في f الدالة فإن 

: ولدينا 
1 1

2lim ( ) lim
x x

f x x
x− −→ →

⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

   

21 1 2 1
1

(1)f= − + = − + = =  

  1 متصلة على اليسار في fإذن الدالة 
0   لأنها متصلة على اليمين وعلى اليسار في هذه النقطة  متصلة بالفعل في النقطة f الدالة  وبالتالي فإن 1x =

  1 قابلة للاشتقاق على اليسار في f لنبين أن -أ-2

  : لدينا 
1 1

2 1( ) (1)lim lim
1 1x x

xf x f x
x x− −→ →

− + −−
=

− −
2

1 1

2 ( 1)(lim lim
( 1) ( 1)x x

x x x x
x x x x− −→ →

2)− + − − − −
= =

− −
  

1

2 1 2lim 3
1x

x
x−→

− − − −
= = = −

' (1) 3g

  

   1 بالفعل على اليسار في  قابلة للاشتقاقfإذن الدالة 
=   f: و  −
  1 قابلة للاشتقاق على اليمين في f لنبين أن -ب

                                              : لدينا
1 1

1 1
( ) (1) 2lim lim

1 1x x

x
f x f x

x x+ +→ →

+
−

−
=

− −
2

1 1

1 2 ( 1)lim lim
2 ( 1) 2 ( 1)( 1)x x

x x x
x x x x x+ +→ →

+ − −
= =

− − +
  

             
1

1 1 1 0lim 0
2(1 1) 42 ( 1)x

x
x x+→

− −  = = = =
++

' (1) 0df =

0≺

  1 قابلة للاشتقاق بالفعل على اليمين في fإذن الدالة 
   : و 
[    من x لكل  لنبين أن -أ-3 [ ] [,0 0,1−∞ ∪ '( )f x

[    من x ولدينا [ق على  قابلة للاشتقاfالدالة  [ ] [ [ ] [,0 0,1−∞ ∪ ,0 0,1∪−∞

2'( )f x x
x

⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

2 2

2 21 1
x x

⎛ ⎞= − − − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

:15تمرين 



lim حساب * -1 ( )
x

f x
→+∞

: لدينا 
3

3

1lim ( ) lim
1x x

xf x
x→+∞ →+∞

−
=

+
   

         
3

3lim 1
x

x
x→+∞

= =

lim ( )
x

f x
→−∞

= −∞

  

  : لنبين أن * 

[   من xلكل  [,1−∞.  f ( ) 1 2 1x x x= − + −

                       1 (2 1 )x x= − − −

lim :     ولدينا 1
x

x
→−∞

− = limو + 2 1
x

x
→−∞

− ∞− = −∞

lim ( )
x

f x
→−∞

= −∞    : إذن

  1 على اليمين في fدراسة قابلية اشتقاق * -2

                                           

3

3

1 1

1 0( ) (1) 1lim lim
1 1x x

x
f x f x

x x+ +→ →

−
−− +=

− −
  

3 2

3 31 1

1 ( 1)(lim lim )
( 1)( 1) ( 1)( 1)x x

x x x
x x x x+ +→ →

1x− − + +
= =

− + − +
  

                                     
2

31

1 3lim
1 2x

x x
x+→

+ +=  =
+

'   :  ولدينا 1 قابلة للاشتقاق على اليمين في f الدالة وبالتالي فإن 3(1)
2d

f =

   1 على اليسار في fدراسة قابلية اشتقاق * 

                                      :بما أن
1 1

( ) (1) 1 2 1lim lim
1 1x x

f x f x x
x x− −→ →

− − +
=

− −
−

                                          
1

1 2 1lim
1 (1 )x

x x−
x x−→

−
= +  

− − −

    
1 1

2 1 1 2(1 )lim 1 lim 1
(1 ) 1 (1 ) 1x x

x x x
x x x x− −→ →
− − −

= − = −  
− − − −

                                            
1

2lim 1
1x x−→

  = − = −∞
−

  .1 غير قابلة للاشتقاق على اليسار في f الدالة فإن
  :التأويل الهندسي * 

( )ζ حامله هي معادلة  نصفي مماس أحدهما رأسي موجه نحو الأعلى والآخر على اليمين  يقبل في النقطة

   

(1,0)A
3 ( 1)
2

y x= −

∞+,1]   ] تزايدية قطعا علىf لنبين أن -3-1

f 1]   ]لى قابلة للاشتقاق ع دالة,+∞

[  . من xلكل  [1,+∞

                                                        
'3

3

1'( )
1

xf x
x

⎛ ⎞−  = ⎜ ⎟+⎝ ⎠
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lim  و             حساب -أ-1
x

( )f x
0

lim ( )
x →+∞

f x
+→

lim : بما أن lim ( 1)
x x

x x x x
→+∞ →+∞

  − = −

= +∞                             

1lim                   و  0
x x→+∞

=

lim ( )
x

f x
→+∞

= +∞    : فإن

   و  : أنبما و
0

1lim
x x+→

= +∞
0

lim 0
x

x x
+→

− =

0
lim ( )
x

f x
+→

= +∞

0
lim ( )
x

f x
+→

= +∞

    : فإن

   تحديد الفرعين اللانهائيين -ب
   :  أن بما * 

  . أي محور الأراتيبx = 0 يقبل مقاربا رأسيا معادلته  ( C) فإن

1 : بما أن •
+  ( )lim lim 1

x x

f x x
x x x x→+∞ →+∞

= −

1 1lim 1 1 0 0 1
x x x x→+∞

− + = − + ==  

1lim: و  ( ) lim
x x

f x x x
x→+∞ →+∞

− = −

 C

  

)فإن ∞+  y = x  فرعا شلجميا اتجاهه المستقيم ذو المعادلة  يقبل بجوار (
'( ) f    حساب -أ-2 x

*   : من x ولدينا لكل  قابلة للاشتقاق على fالدالة  *+IR+

                      

IR
1

1 2'( ) 1
2

xf x
xx

−
= − +   

1 1 2 11
2 2 2

x x x
x x x x x

− −
= − − =

 : ا

  

2)  ولدين 1)( 1) 2 2 1x x x x x x x x x+ + − = − + − + −

                                      2 1x x x= − −  

2 : إذن 1'( ) ( 1)
2

x xx x
x x

⎛ ⎞+ +] [0,+ f لكل x من = −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∞

'( )

  

   :f جدول تغيرات -ب
f    هي إشارة إشارة  x1x −

  : fومنه جدول تغيرات الدالة 
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lim                          :لدينا  -1 ( ) lim 2 1

x x
f x x

→+∞ →+∞
x= − −  

2

2 1 2 1lim 1 lim 1
x x

x xx x
x x→+∞ →+∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −
= − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
  

                         2

1 1lim 1 2
x

x
x x→+∞

⎛ ⎞
= − − = +∞⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

lim  و                                   ( ) lim 2 1
x x

f x x x
→−∞ →+−∞

= + −

  

2

2 1 2 1lim 1 lim 1
x x

x xx x
x x→−∞ →−∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −
= − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

2             =:إذن       

1 1lim 1 2
x

x
x x→−∞

⎛ ⎞
− − = −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∞

  : لأن 1 متصلة في f الدالة -أ-2
11

lim ( ) (1)
x

f x f
+→

     و =
1

lim ( ) (1)
x

f x f
−→

=

  .1 غير قابلة للاشتقاق على اليمين وعلى اليسار في f الدالة -ب

   و : لأن 
1

( ) (1)lim
1x

f x f
x+→

−
= −

−
∞

1

( ) (1)lim
1x

f x f−
= −∞

x −−→

)ى    مماسا رأسيا يقبل في النقطة هندسيا أن المنحنوهذا يعني  )C(1,1)A
 -أ-3

 

1 1'( ) ; 1
1

1 1'( ) ; 1
1

xf x x
x

xf x x
x

⎧ − −
=⎪

⎪ −
⎨

− −⎪ =⎪ −⎩

;

≺
 

  -ب
  

              0        1        2       +∞−∞x 
     +        0      -      -    0        +  '( )f x  

                              2                   +∞
                            1               

                0                          
                                               −∞   

 
( )f x  

  
  

  
) -   y =x فرعين شلجميين اتجاههما المستقيم ذو المعادلة    و  يقبل بجوار  أ-4 )C+∞−∞

( )C ) I(2,0)ى     و في النقطتين محور الأفاصيل  يقطع المنحن-ب 2 2 2,0)J − −
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